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D(形式群 )

R : ring , Fliy ) EREY中 .

Fが R上の ( 次元式換)形刑も群であるとは、
次をみたすもので
( ; ) F (x ,

0) = x
.
Flof )= と,

(: ;) F ( F(Q . 8), Z) = F (x F (Y , Z').
(; :; ) Fixf) = F (Yix).

Def (不変微分 )
R : ring , Ficf )EREYa: fomalgrp.
F における不変倍微分 とは

wit , aPtidt ERItadt

であって 、 次たみたすもの…



WoFllig ) = ω(x )

さらに ω (t1 = Pitidt が
P(o) = 1

をみたすとま ω延規比れた不変微分という
Rem .

wit, = Pit)dt に対 lzidefかう次が徒う:

wit) .

-

Thvariant differential /F
R P ( Fxは7)Fc( x. 8) =P(x )

Lem
ー

fomalgrpF上の正規犯れた不変微分 ωはつしか
存在せず、次をみたす…
ω= Foclot)-

"dt

pf. P ( F(x7)FL( D.Y) = Po( )

ns P (FLot' )Feloit ) =PC) (@x = 0. Y =t とした )
～ , p(t ,Fxloit ) =P(o )( OFcot)=t)
: p(t) = Fxlot)「 P (0 )

( L (o、t ) = 1 t (l次以上の頁 ) ← R πtD
* )

ω が正規化されているとき 、
PCo) = ( ゆえ

Pit) = Fxlo't) "

: lω(t ) =Floit'
"
dt . ロ



eg . wit) = It は加法群abl.y) =xty 上 の

正規化れた不変微分である
。

eg- uit) = yttItは乗法 群mbl-y) = xey -xy 上 の

正規化れた不変微分である
。

(強同型)
F(2lg), Gx.Y ) ERExYF : fomalgps .

φL' EREセコが ( Fから G への) 準同型 であるとは

φ (Fixg ,) = G ( φ1, φ (y' )

をみたすこと
さらに 、可逆な準同型 を 弱同型とい
加え2 ー φ) ョ xmoddeg2 をみたす 弱同型を 強同型という

eg . QCR とすると

φ : Gmbliy1 → Ga (x. y ) , x っ-lg ( 9_x)
は 強同型 である。

θ -log ( l -xxl - y) = -log ( 9-x) -log (φ-y )
~s φ ( 市mbx:y) ) =a ( φx), φ(y')
また逆閣数は - extl であり、 φ は次をみたす:
φ(x)=-logil - x) =のti 2t+ “≡ xmoddeg スロ



§ 2 .

目標標数o の体上 の形式群 を分類する
K : fild , ch(k) = 0
FCx は) ε KKx: fomalgrp
F 上 の 正規化された 不変微分 ω を

wit) = I 9 tCittCatt7dt

のように 明記しておくく
このとき Fの形式的外数関数 を次で定める…
logpit) : = Suit) = t+主(、t ㎡t3 t” ( εKEtI )

またlogF の逆関数 を exPF とおき形式的指数関数といb:
logpoexpp (t) = exppo logpit) = t

ef- 加法群や alcg7上 の直規化された不変微分は
wit) = It = ( Uto' ttot

'
t" ) It

であるから

logoit)= fuit1= fat= t. expralti= t.

eg .乗法群市7上の正規化された不変微分は
ωit) = lttIt

であるから



logmit,- fwit, = ft=log( ltt) ,
expmit,= etl .

ThM
ー

EFg) EKEは 加法群ag)と K上強同型である
より具本的 にR風 @である。

pf. wit ) をFD の正規化れた不変微分 とする
ω (Fl.g,) = ω (o()
~'logq (FLg 1 )=β DC) + C

*積分定数

両辺を 中にの2積分 した )
n; logF (f) = C

(@=o とすれば、 Fio、g ) = Y , logF (o)= 0)

; .logq (Fix.g ) )=logFDl 1tlogF ( は )
leie ,logp :hom 占 一般に

、fioxlERExxが
: logp : TSo /k @ expp の存在

) floll - alt hiuerperml
,

)
f(変換子) 口

(AERX
)

logp を F の 変換子 という と書け 悟 (a'goy)=x
lie . F から Ga への 強同型を 変換子という。



§ 33

D ( *)

p : prime とする

U =Ʃ COTVE PETIと flox"ッxn) ←QPEx……\nDに対 して
V20

Uxfixn …、kn )- =品Coflx、&
p
)

と定める
このとき *により 、PFIIAPIExッ knA となる 。

Def (特殊元 )
ー

。 U ε IpK九: 特殊元: ⇒ U ≡ P mod degl
。 f(ox) ← QP4xx が特殊元 UEIPETコに属する
:⇒ {
li 'fos≡x peddega
(;;) ( *f) (ol) ≡ 0 modp

Rem . formalgrp Fix .y)EQPEx1の 変換子filが特殊元U に 属することを、
単に FY) はUF属するという
of . F 圭 Ga :強同型

Factの
ー
Fixは ) EQPE: formalgr.
F1xg )E4 pせが☆②Flは) はある特殊元 に属する

e .g . Gmixy)は特殊元 P-Tに属する
θ -log( l-x) : Gm ⑤ Ga

( p-T)* (-log (9-0x)) = ( P-1*着がxn



= PRnxnnl菅みxMP

= P (癌わx”+器xP)一前みxup
=器mxn
nIp

≡ 0 modp ロ

Fact②
ーす Cprをp,γ2 o : 整数の数列 ,

Co = 9
.

数列 {Qnをnz0 を
9

品nn
=
9 室 Cprpo- t-vs(

Euler積表示 )

で定めて 、 さらに

fo):= 昼響&” Fixy): = f-(ex) +f(は)
と定める ( とにかEuler積表示をもっ fについの考える)
このとき UpiPrimeに外して fomlgpFixyIEQPIxR は特殊元 P昼CoT

2

に属するる

特に 、Hasseの原理とFact のより 、FicY)はみ上defされる 、

of. 証明は計算をガンバルロ



f : odd prime =外 し2 , Gauss和 を

τ=感 り n

とする 。ただしちは1の原始q乗根である
K : = Q ( τ) 、

OK : K の整数環 とする

( of. τ= (青)q )

さらに 、 gD1): =別倒に対して

Golif) : = g" ( gpl1 + q ( y1) ← G の 変換子がg となる
実際

とおく
Fact②より 、Gixy) はformalgrp/みである 、 g (Gxy1 ) =g1 +geY )

ここご
= Ga( g(x), q(y))

Hix<Y) : = L+ytixg
とおくと、 H は fomlgrp /OK である
H の不変微分は f

+exdxであり、 変換子は h)着にx で与えられる
生Hclo 、 y) tdx 生 hix)= Sltexdx
を計算すればよい
cf. § 9 のLem cf . 不変微分 のdef

aH :強同型 1OK
coutline of ptoof )
pCx) : = π ( 9-3x)

,

Q (x) : = π 19 -5βx )
Y≤QEf-u 9≤b≤f- i

(a) = 9 ( 芸 = ー 1
とおく
このとき 実は



φ ix) : = Q(x) - P (x
)

τ PD( )

が G 回 H : 強型 IOKを 与える、
。 < 5>= Gal ( KIQ)に外 して

σ (Q(x ) -Pxx ) =_(P( x)-Qx)
が成 り立 つことと 、= (喜)q に注意すると 些
φ (x) ← OKEx1 ー

φ : hom
が示される RaCERst.

Δ
。 φ

を 計算することで、φ がhomであることが示される。 φ*(dGl = cdF
φの 逆性は形式的逆関数定理よりされる。
φox) ≡x moddeg2 はガンバルロ

JlainThm (平方乗剰余の相豆法則 )
ー

( )( )=( 1 ) pり位
(q-)

.

( Piq : odd prime )

pf
.

前 2hm より g (ox) = (Lo φ)(x) であるから
Ʃ x㎡=違“ 4)

n

n 2 l

が成 り立っ

い P関 (露 )x㎡三転に筑 (φx )mod degeptl )
これ「

9ERSPなるn に外 し 2 、MIP より

() x≡1-
t)”( φ01)P
P

{ (清)q弦 (P-"x ' mod degpel , modp
40 に IJPに CP=地” = { (張) qP-”

φ(x( ) ≡(moddeg 2よりL[ φix') P moddegptl
= (-1q主p-Yo(P mod deqpel . modp
≡ う )思
り”()xPmoddegpl, modp



となり、
次が得られる、

()= 1 -9P- 1q-ッ (傷 )
∴ ()()=p - 当(

℃-り
口

§4 .
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